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3.1. Формы мышления


        Логика — наука,  изучающая законы и формы мышления; учение о способах рассуждений и доказательств. 
        Законы мира, сущность предметов, общее в них мы познаем посредством абстрактного мышления. Основными формами абстрактного мышления являются  понятия, суждения и умозаключения. 
        Понятие — форма мышления, в которой отражаются существенные признаки отдельного предмета или класса однородных предметов. Понятия в языке выражаются словами. 
        Содержание понятия — совокупность существенных признаков, отраженных в этом понятии. 
        Объем понятия — множество предметов, каждому из которых принадлежат признаки, составляющие содержание понятия. Выделяют понятия общие и единичные. 
        Выделяют следующие отношения понятий по объему: 
         тождество или совпадение объемов. означающее, что объем одного понятия равен объему другого понятия; 
         подчинение или включение объемов: объем одного из понятий полностью включен в объем другого; 
         исключение объемов — случай, в котором нет ни одного признака, который бы находился в двух объемах; 
         пересечение или частичное совпадение объемов; 
         соподчинение объемов — случай, когда объемы двух понятий, исключающие друг друга, входят в объем третьего. 
         Суждение — это форма мышления, в которой что-либо утверждается или отрицается о предметах, признаках или их отношениях. 
        Умозаключение — форма мышления, посредством которой из одного или нескольких суждений, называемых посылками, мы по определенным правилам вывода получаем суждение-заключение. 
 Задания для самостоятельного выполнения 

3.1. Какие известные вам понятия определяются следующими предложениями: 
1)      группа слов, которая выражает законченную мысль; 
2)      значимая часть слова, которая стоит после корня и служит для образования новых слов; 
3)      часть речи, которая указывает на предметы, признаки и количества, но не называет их; 
4)      расстояние, преодолеваемое за единицу времени; 
5)      часть прямой, ограниченная с двух сторон; 
6)      многоугольник с наименьшим числом сторон; 
7)      фигура, боковые грани которой — треугольники, а основание — многоугольник; 
8)      два числа, произведение которых равно 1; 
9)      последовательность команд, которую выполняет компьютер в процессе обработки данных; 
10)   система хранения файлов и организации каталогов. 
3.2. Приведите примеры понятий из повседневной жизни, а также из курсов математики, русского языка, истории, географии и информатики. 
3.3. Перечислите существенные признаки, составляющие содержание следующих понятий. Каковы их объемы? 
1)    алфавит; 
2)    дистрибутив; 
3)    дюйм; 
4)    кибернетика; 
5)    палитра; 
6)    мультимедиа; 
7)    компьютер. 
3.4. По аналогии с приведенными в таблице примерами для каждого типа отношений между понятиями придумайте 2-3 собственных примера. 
	Отношения 
	Примеры 

	Совпадение объемов 
Включение объемов 
Исключение объемов 
Пересечение объемов 
Соподчинение объемов 
	Самая высокая гора — Эверест 
Школьные предметы  — информатика 
Мебель — овощи 
Девушки — студенты 
Автобус, трамвай — общественный транспорт 


3.5. Если некоторое событие обязательно имеет место при определенном условии, то это условие  является достаточным. Если некоторое событие не может иметь место без определенного условия, то это условие является необходимым. Если без определенного условия не может быть некоторого события, а из наличия этого условия следует данное событие, то условие является необходимым и достаточным. Иногда из двух слов “необходимо” и “достаточно” подходит только одно, а другое не подходит. Но нередко они могут подходить оба. 
 В следующих суждениях  вместо многоточия поставьте подходящие по смыслу слова  “необходимо”, “достаточно”, “необходимо и достаточно”. Помните, что получившиеся высказывания должны быть истинными. 
1)      Для того чтобы число делилось на 4, …, чтобы оно было четным. 
2)      Чтобы число делилось на 3, …, чтобы оно делилось на 9. 
3)      Для того чтобы число делилось на 10, …, чтобы оно оканчивалось 0. 
4)      Чтобы произведение двух чисел равнялось нулю, …, чтобы каждое из них равнялось нулю. 
5)      Чтобы произведение двух чисел равнялось нулю, …, чтобы хоть одно из них равнялось нулю. 
6)      Чтобы умножить сумму нескольких чисел на какое-нибудь число, …, каждое слагаемое умножить на это число и произведения сложить. 
7)      Чтобы произведение нескольких чисел разделить на какое-нибудь число …, разделить на это число только один из сомножителей, и полученное частное умножить на остальные сомножители. 
8)      Для того чтобы сумма двух чисел была числом четным, …, чтобы каждое из слагаемых было четным числом. 
9)      Для того чтобы число делилось на 10, …, чтобы оно делилось на 5. 
10)   Для того чтобы число делилось на 6, …, чтобы оно делилось на 2 и на 3. 
11)   Для того чтобы число делилось на 12, …, чтобы оно делилось на 2 и на 3. 
12)   Для того чтобы число делилось на 30, …, чтобы оно делилось на 3 и на 10. 
13)   Для того чтобы число делилось на 5, …, чтобы оно делилось на 15. 
14)   Чтобы четырехугольник был квадратом, …, чтобы все его стороны были равны. 
15)   Чтобы прямоугольник был квадратом, …, чтобы все его стороны были равны. 
16)   Чтобы периметр квадрата был равен 20 см, …, чтобы его сторона была рана 5 см. 
17)   Чтобы площадь прямоугольника была равна 20 см2, …, чтобы его стороны были равны 4см и 5см. 
  
3.2. Алгебра высказываний


        Алгебра в широком смысле этого слова  наука об общих операциях, аналогичных сложению и умножению, которые могут выполняться не только над числами, но и над другими математическими объектами. 
        Примеры алгебр: алгебра натуральных чисел, алгебра рациональных чисел, алгебра многочленов, алгебра векторов, алгебра матриц, алгебра множеств и т.д. Объектами алгебры логики или булевой алгебры являются высказывания. 
        Высказывание — это любое предложение какого-либо языка (утверждение), содержание которого можно определить как истинное или ложное. 
        Всякое высказывание или истинно, или ложно; быть одновременно и тем и другим оно не может. 
        В естественном языке высказывания  выражаются  повествовательными предложениями.                Восклицательные и вопросительные предложения высказываниями не являются. 
        Высказывания могут выражаться с помощью математических,  физических, химических и прочих знаков. Из двух числовых выражений можно составить высказывания, соединив их знаками равенства или неравенства. 
        Высказывание называется простым (элементарным), если никакая его часть сама не является высказыванием. 
        Высказывание, состоящее из простых высказываний, называются составным (сложным). 
        Простые высказывания  в алгебре логики обозначаются  заглавными  латинскими буквами: 

А = {Аристотель - основоположник логики} 
В = {На яблонях растут бананы}. 
        Обоснование истинности или ложности простых высказываний решается вне алгебры  логики.  Например,  истинность  или  ложность  высказывания: "Сумма углов треугольника равна 180 градусов" устанавливается геометрией, причем — в геометрии Евклида это высказывание является истинным, а в геометрии Лобачевского — ложным. 
        Истинному высказыванию ставится в соответствие 1, ложному — 0. Таким образом, А = 1, В = 0. 
        Алгебра логики отвлекается от смысловой содержательности высказываний.  Ее интересует только один факт — истинно или ложно данное высказывание, что дает возможность определять истинность или ложность составных высказываний алгебраическими методами. 
Задания для самостоятельного выполнения 

3.6. Объясните, почему следующие предложения не являются высказываниями: 
1)      Какого цвета этот дом? 
2)      Число Х не превосходит единицы. 
3)      4Х+3 
4)      Посмотрите в окно. 
5)      Пейте томатный сок! 
6)      Вы были в театре? 
7)      Сумма числа 5 и Х равна 10. 
3.7. Какие из следующих предложений являются истинными, а какие ложными высказываниями? 
1)
Город Париж — столица Франции. 
2)
Число 2 является делителем числа 7. 
3)
3 + 5 = 2  4. 
4)
2 + 6 > 10. 
5)
Сканер — это устройство, которое может напечатать на бумаге то, что изображено на экране компьютера. 
6)
II + VI > VIII. 
7)
Сумма чисел 2 и 6 больше числа 8. 
8)
Мышка —  устройство ввода информации.
3.8. Приведите по два примера истинных и ложных высказываний из: 
1)      биологии; 
2)      географии; 
3)      информатики; 
4)      истории; 
5)      литературы; 
6)      математики; 
7)      русского языка. 
3.3. Основные операции алгебры высказываний


        Логическая операция КОНЪЮНКЦИЯ (лат. conjunctio — связываю): 
· 
в естественном языке соответствует союзу и; 
· 
обозначение:  &; 
· 
в языках программирования обозначение: and; 
· 
иное название: логическое умножение. 
        Конъюнкция - это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся истинным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания истинны. 
	А 
	В 
	А&В 

	0 
	0 
	0 

	0 
	1 
	0 

	1 
	0 
	0 

	1 
	1 
	1 


 
        Логическая операция ДИЗЪЮНКЦИЯ (лат. disjunctio — различаю): 
· 
в естественном языке соответствует союзу или; 
· 
обозначение:  ; 
· 
в языках программирования обозначение: or; 
· 
иное название: логическое сложение. 
          Дизъюнкция - это логическая операция, которая каждым двум простым высказываниям ставит в соответствие составное высказывание, являющееся ложным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания ложны  и  истинным,  когда хотя бы одно из двух образующих его высказываний истинно. 
	А 
	В 
	А  В 

	0 
	0 
	0 

	0 
	1 
	1 

	1 
	0 
	1 

	1 
	1 
	1 


         Логическая операция ИНВЕРСИЯ (лат. inversio — переворачиваю): 
· 
в естественном языке соответствует словам "Неверно, что... " и частице не; 
· 
обозначение: [image: image1.png]


; 
· 
в языках программирования обозначение: not; 
· 
иное название: отрицание. 
        Отрицание - это логическая операция, которая каждому простому высказыванию ставит в соответствие  составное  высказывание, заключающееся в том, что исходное высказывание отрицается.
 

	A 
	[image: image2.png]




	0 
	1 

	1 
	0 


         
        Логическая операция ИМПЛИКАЦИЯ (лат. implicatio — тесно связываю): 
· 
в естественном языке соответствует обороту  Если ..., то ...; 
· 
обозначение:   ,  ; 
· 
иное название: логическое следование. 
        Импликация - это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся ложным тогда и только тогда, когда условие (первое высказывание) истинно, а следствие (второе высказывание) ложно. 
	А 
	В 
	А  В 

	0 
	0 
	1 

	0 
	1 
	1 

	1 
	0 
	0 

	1 
	1 
	1 


         Логическая операция ЭКВИВАЛЕНЦИЯ (лат. аequivalens — равноценное): 
· 
в естественном языке соответствует оборотам речи тогда и только тогда и в том и только в том случае; 
· 
обозначение:  , ~ ; 
· 
иное название: равнозначность. 
        Эквиваленция – это логическая операция,  ставящая  в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся истинным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания одновременно истинны или одновременно ложны. 
        Таблица истинности эквиваленции 
	А 
	В 
	А  В 

	0 
	0 
	1 

	0 
	1 
	0 

	1 
	0 
	0 

	1 
	1 
	1 


         Логические операции имеют следующий приоритет: действия в скобках, инверсия , &,  ,  ,  . 
        Пример 3.2. Определите истинность простых высказываний: 
А = {Принтер – устройство вывода информации}, 
В = {Процессор – устройство хранения информации}, 
С = {Монитор – устройство вывода информации}, 
D = {Клавиатура – устройство обработки информации}. 
        Определите истинность составного высказывания: ( [image: image3.png]


& [image: image4.png]


)  (C D). 
        На основании знания устройства компьютера устанавливаем истинность простых высказываний:   А = 1, В = 0, С = 1, D = 0. 
        Определим сначала истинность составного высказывания, используя таблицы истинности логических операций: 
( [image: image5.png]
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)  (1 0) = (0&1)  (1 0) = (0&1)  (1 0) = 01 = 0 
        Пример 3.4. Какие из высказываний А, В, С должны быть истинны и какие ложны, чтобы было ложно логическое выражение  ((A  В) & В)  С. 
        Импликация ложна на единственном наборе (1 0).  Значит, С = 0, ((A  В) & В) = 1. 
        Конъюнкция истинна на единственном наборе (1 1).  Значит, В = 1 и (A  В) = 1. 
        Дизъюнкции истинна при наборах  (1  0) и (1 1). 
        Следовательно, существуют два набора, удовлетворяющих условию задачи:  (А = 0, В = 1, С = 0) и (А = 1, В = 1, С = 0).   
Задания для самостоятельного выполнения 

3.9. Среди следующих высказываний укажите составные; выделите в них простые, обозначив каждое их них буквой; запишите с помощью  логических операций каждое составное высказывание. 
1)      Число 376 четное и трехзначное. 
2)      Неверно, что Солнце движется вокруг Земли. 
3)      Земля имеет форму шара. 
4)      На уроке математики старшеклассники отвечали на вопросы учителя и писали самостоятельную работу. 
5)      Если сумма цифр числа делится на 3, то число делится на 3. 
6)      Число 15 делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма цифр числа 15 делится на 3. 
3.10. Ниже приведена таблица, левая колонка которой содержит основные логические союзы  (связки),  с  помощью  которых  в естественном языке строятся сложные высказывания.  Заполните правую колонку таблицы соответствующими названиями логических операций. 
	В естественном языке 
	В логике 

	... и ... 
	  

	...  или  ... 
	  

	Неверно, что ... 
	  

	... в том и только в том случае ... 
	  

	... если ..., то ... 
	  

	... тогда и только тогда, когда ... 
	  

	… не … 
	  


 

3.11. Постройте отрицания следующих высказываний: 
1)      Число 1 есть составное число. 
2)      Натуральные числа, оканчивающиеся цифрой 0, являются простыми числами. 
3)      Неверно, что число 3 не является делителем числа  198. 
4)      Неверно, что любое число, оканчивающееся цифрой 4, делится на 4. 
5)      Некоторые млекопитающие не живут на суше.   
3.12. Из каждых трех выберите пару высказываний, являющихся отрицаниями друг друга: 
1)      “1999 < 2000”, “1999 > 2000”,“1999 <= 2000”; 
2)      “Луна — спутник Земли”, “Неверно, что Луна спутник Земли”, “Неверно, что Луна не является спутником Земли”; 
3)      “Прямая а не параллельна прямой с”, “Прямая а перпендикулярна прямой с”, “Прямые а и с не пересекаются” (считаем, что прямые а и с лежат в одной плоскости); 
4)      “Мишень поражена первым выстрелом”, “Мишень поражена не первым выстрелом”, “Неверно, что мишень поражена не первым выстрелом”. 
     
3.13. Найдите значения логических выражений: 
    а) (11)(10); 
    б) ((10)1)1; 
    в) (01)(10); 
    г) (0&1)&1; 
    д) 1&(1&1)&1; 
    е) ((10)&(1&1))&(01); 
    ж) ((1&0)(1&0))1; 
    з) ((1&1)0)&(01); 
    и) ((0&0)0)&(11).   
3.14. Даны два высказывания: 
А = {2  2 = 4}, В = {2  2 = 5}. 
Очевидно, что А = 1, В = 0. 
Какие из высказываний а)—е) истинны? 
а); [image: image7.png]


        б) [image: image8.png]


; 
в) А & В;   г) A  В; 
д) А  В;   е) А  В.   
3.15. При каких значениях числа X логическое выражение не ((X > 8) или (X < -3)) примет значение:

а) ложь;

б) истина.

 

3.16. Какое логическое выражение описывает условие: "Точка Х не принадлежит отрезку [A; B]"?

а) не (Х   A) или Х < B;

б) Х < A и Х > B;

в) не (X(B и X(A);

г) X(A или X(B.

 

3.17.         Изобразите в декартовой прямоугольной системе координат область, в которой и только в которой истинны следующие выражения: 
    a) (Y  X) и (Y + X  0) и (Y  1); 
    б) (|X|  1) и (|Y|  1).   
 

3.18.         Определите истинность простых высказываний: 
А = {Принтер – устройство ввода информации}, 
В = {Процессор – устройство обработки информации}, 
С = {Монитор – устройство хранения информации}, 
D = {Клавиатура – устройство ввода информации}. 
Определите истинность составных высказываний: 
а) (А&В)  (C  D);  б) (А&В)  (C  D);   
в) (А  В)  (C  D);   г) [image: image9.png]


 [image: image10.png]


.   
3.19.         Даны простые высказывания: 
А = {5>3}, В = {2=3} и С = {4<2}. 
Определите истинность составных высказываний:

а) (A  B)&C  (A&C)  (B&C); 
б) (A&B)  C  (A  C)&(A  B). 
3.20.         Логическое отрицание восьмиразрядного двоичного числа, записанное в десятичной системе счисления, равно 172. Определите исходное число в десятичной системе счисления. 
3.21.         Определите логическое произведение и логическую сумму всех двоичных чисел в диапазоне от 1210 до 1910 включая границы. Ответ запишите в восьмеричной системе счисления. 
3.22.         Какие из высказываний А, В должны быть истинны и какие ложны, чтобы было ложно выражение (А&В)  1. 
3.4. Логические выражения и таблицы истинности


        Таблицу, показывающую,  какие значения принимает составное высказывание при  всех сочетаниях (наборах)  значений  входящих в него простых высказываний,  называют таблицей истинности составного высказывания. 
        Составные высказывания в алгебре логики записываются с помощью логических выражений. Для любого логического выражения достаточно просто построить таблицу истинности. 
        Алгоритм построения  таблицы  истинности: 
1. подсчитать количество переменных n в логическом выражении; 
2. определить число строк в таблице m = 2n; 
3. подсчитать количество логических операций в формуле; 
4. установить последовательность выполнения логических операций с учетом скобок и приоритетов; 
5. определить количество столбцов в таблице:  число переменных  плюс  число операций; 
6. выписать наборы входных переменных  с  учетом  того,  что  они представляют собой  натуральный ряд n-разрядных двоичных чисел от 0 до 2n—1; 
7. провести заполнение таблицы истинности по столбикам,  выполняя логические операции в соответствии с установленной  в  п.4  последовательностью. 
  

        Наборы входных переменных, во избежание ошибок, рекомендуют перечислять следующим образом: 

а) определить количество наборов входных переменных; 
б) разделить колонку значений первой переменной пополам и заполнить верхнюю часть колонки 0, а нижнюю —1; 
в) разделить колонку  значений  второй переменной на четыре части и заполнить каждую четверть чередующимися группами 0 или 1, начиная с группы 0; 
г) продолжать деление колонок значений последующих переменных на 8, 16 и т.д. частей и заполнение их группами 0 или 1 до тех пор, пока группы 0 и 1 не будут состоять из одного символа. 
        Пример 3.5. Для формулы  A&(B  [image: image11.png]


& [image: image12.png]


) построить  таблицу истинности алгебраически и с использованием электронных таблиц. 
        Количество логических переменных 3, следовательно, количество строк в таблице истинности должно быть 23 = 8. 
        Количество логических операций в формуле 5, следовательно количество столбцов в таблице истинности должно быть 3 + 5 = 8. 
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	B 
	C 
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	B  ( [image: image17.png]


& [image: image18.png]


) 
	A&(B  [image: image19.png]
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Задания для самостоятельного выполнения 

3.23. Построить таблицы истинности для следующих формул: 
             а) A  (B  [image: image21.png]


 [image: image22.png]


) 
             б) A  (B  [image: image23.png]


 [image: image24.png]


) 
             в) A  (B  [image: image25.png]


)  A  (B  [image: image26.png]


) 
3.24. Дано составное высказывание не (не А и B), где A и B — простые высказывания. В каком случае данное высказывание будет ложным?

3.25. Выбрать составное высказывание, имеющее ту же таблицу истинности, что и не (не A и не(B и C)).

1) A и B или C и A;

2) (A или B) и (A или C);

3) A и (B или C);

4) A или (не B или не C);

5) (A или B) и (A или C).

 

3.26. Докажите с помощью таблиц истинности равносильность следующих высказываний: 
а) (А  В)  (А  [image: image27.png]


); 
б) (А  В)  (А&В)  ( [image: image28.png]


& [image: image29.png]


). 
  

3.5. Логические функции


        Логической (булевой) функцией называют функцию F(Х1, Х2, ..., Хn), аргументы которой Х1, Х2, ..., Хn (независимые переменные) и сама функция (зависимая переменная) принимают значения 0 или 1. 
        Таблицу, показывающую, какие значения принимает логическая функция при всех сочетаниях значений ее аргументов, называют таблицей истинности логической функции. Таблица истинности логической функции n аргументов содержит 2n строк,  n столбцов значений аргументов и 1  столбец значений функции. 
        Логические функции могут быть заданы табличным способом или аналитически — в виде соответствующих формул. 
        Если логическая функция представлена с помощью дизъюнкций, конъюнкций и инверсий, то такая форма представления называется нормальной. 
        Существует 16 различных логических функций от двух переменных.
Таблица 3.1. Логические функции двух переменных 
	Аргументы 
	Логические функции 

	A 
	B 
	F1 
	F2 
	F3 
	F4 
	F5 
	F6 
	F7 
	F8 
	F9 
	F10 
	F11 
	F12 
	F13 
	F14 
	F15 
	F16 

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


 

        Пример 3.6. По имеющимся таблицам истинности выразите через базовые логические функции (конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание) следующие функции:

а) F9(X, Y)

б) F15(X, Y) 
        Из таблицы истинности видно, что F9(X, Y) = [image: image30.png]


 (отрицание дизъюнкции). 
        Из таблицы истинности видно, что F15(X, Y) = [image: image31.png]


 (отрицание конъюнкции). 
Задания для самостоятельного выполнения 

3.27. По имеющимся таблицам истинности выразите через базовые логические функции (конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание) следующие функции:

а) F3(X, Y);
б) F5(X, Y);
в) F7(X, Y);
г) F10(X, Y);

д) F11(X, Y);
е) F12(X, Y);
ж) F13(X, Y);
з) F14(X, Y).

3.28. С помощью электронных таблиц (например, StarCalc) построить таблицы истинности для всех возможных логических функций двух переменных.

3.6. Логические законы и правила преобразования логических выражений


        Логические выражения называются равносильными, если их истинностные значения совпадают при любых значениях, входящих в них логических переменных. 
        В алгебре логики имеется ряд законов,  позволяющих производить равносильные преобразования логических выражений. Приведем соотношения, отражающие эти законы. 
1. Закон двойного отрицания: 
 А = [image: image32.png]


. 
        Двойное отрицание исключает отрицание. 
2. Переместительный (коммутативный) закон: 
        — для логического сложения: 
А  B = B  A; 
        — для логического умножения: 
A&B = B&A. 
        Результат операции над высказываниями не зависит от того, в каком порядке берутся эти высказывания. 
        В обычной алгебре a + b = b + a, 
a  b = b  a. 
3. Сочетательный (ассоциативный)  закон: 
        — для логического сложения: 
(A  B)  C = A  (B  C); 
        — для логического умножения: 
(A&B)&C = A&(B&C). 
        При одинаковых знаках скобки можно ставить произвольно или вообще опускать. 
        В обычной алгебре:
(a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c, 
а  (b  c) = a  (b  c) = a  b  c. 
4. Распределительный (дистрибутивный) закон: 
        — для логического сложения: 
(A  B)&C  = (A&C)  (B&C); 
        — для логического умножения: 
(A&B)  C = (A  C)&(B  C). 
        Определяет правило выноса общего высказывания за скобку. 
        В обычной алгебре:

(a + b)  c = a  c + b  c. 
5. Закон общей инверсии (законы де Моргана): 
        — для логического сложения 
[image: image33.png]AvE



 = [image: image34.png]


& [image: image35.png]


; 
        — для логического умножения: 
[image: image36.png]


 =  [image: image37.png]


[image: image38.png]


 

 6. Закон идемпотентности ( от латинских слов idem — тот же самый и potens —сильный; дословно — равносильный): 
        — для логического сложения: 
A  A = A; 
        — для логического умножения:

A&A = A. 
        Закон означает отсутствие показателей степени. 
7. Законы исключения констант: 
        — для логического сложения: 
A  1 = 1,      A  0 = A; 
        — для логического умножения: 
A&1 = A,     A&0 = 0. 
8. Закон противоречия: 
A& [image: image39.png]


= 0. 
        Невозможно, чтобы противоречащие высказывания были одновременно истинными. 
        9. Закон исключения третьего: 
A  [image: image40.png]


= 1. 
        Из двух противоречащих высказываний об одном и том же предмете одно всегда истинно, а второе — ложно, третьего не дано. 
10. Закон поглощения: 
        — для логического сложения: 
A  (A&B) = A; 
        — для логического умножения: 
A&(A  B) = A. 
11. Закон исключения (склеивания): 
        — для логического сложения: 
(A&B)  ( [image: image41.png]


&B) = B; 
        — для логического умножения: 
(A  B)&( [image: image42.png]


 B) = B. 
12. Закон контрапозиции (правило перевертывания): 
(A  B) = (B  A). 
        Справедливость приведенных законов можно доказать табличным способом: выписать все наборы значений А и В, вычислить на них значения левой и правой частей доказываемого выражения и убедиться, что результирующие столбцы совпадут. 

        Пример 3.7. Найдите X, если [image: image43.png]TvA



 [image: image44.png]By

ol



= В. 
        Воспользуемся законом де Моргана для логического сложения и законом двойного отрицания: 
( [image: image45.png]


& [image: image46.png]


)  ( [image: image47.png]


&A) = [image: image48.png]


&( [image: image49.png]


 A) = [image: image50.png]


&1 = [image: image51.png]


 = B. 
Тогда  X =  [image: image52.png]


. 
        Пример 3.8. Упростите логическое выражение (A  B  C)& [image: image53.png](AVBvC)




        Правильность упрощения проверьте с помощью таблиц истинности для исходного и полученного логического выражения. 
        Согласно закону общей инверсии для логического сложения (первому закону Моргана) и закону двойного отрицания: 
(A  B  C)& [image: image54.png](AVBvC)



= (A  B  C)&( [image: image55.png]


&B& [image: image56.png]


) 
        Согласно распределительному (дистрибутивному) закону для логического сложения: 
(A  B  C)&( [image: image57.png]


&B& [image: image58.png]


) = (A& [image: image59.png]


)  (B& [image: image60.png]


)  (C& [image: image61.png]


)  (A&B)  (B&B)  (C&B)  (A& [image: image62.png]


)  (B& [image: image63.png]


)  (C& [image: image64.png]


) 
        Согласно закона противоречия: 
 (A& [image: image65.png]


) = 0; (C& [image: image66.png]


) = 0 
        Согласно закона идемпотентности 
(B&B) = B   
        Подставляем значения и, используя переместительный (коммутативный) закон и группируя слагаемые, получаем: 
0  (A&B)  ( [image: image67.png]


&B)  B  (C&B)  ( [image: image68.png]


&B)  (C& [image: image69.png]


)  (A& [image: image70.png]


)  0 
        Согласно закона исключения (склеивания) 
(A&B)  ( [image: image71.png]


&B) = B 
(C&B)  ( [image: image72.png]


&B) = B 
        Подставляем значения и получаем: 
0  B  B  B  (C& [image: image73.png]


)  (A& [image: image74.png]


)  0 
        Согласно закона исключения констант для логического сложения и закона идемпотентности: 
  0  B  0  B  B = B 
        Подставляем значения и получаем: 
B  (C& [image: image75.png]


)  (A& [image: image76.png]


) 
        Согласно распределительному (дистрибутивному) закону для логического умножения: 
 (C& [image: image77.png]


)  (A& [image: image78.png]


) = (C  A)&(C  [image: image79.png]


)&( [image: image80.png]


 A)&( [image: image81.png]


 [image: image82.png]


) 
        Согласно закона исключения третьего: 
(C  [image: image83.png]


) = 1 
( [image: image84.png]


 A) = 1 
        Подставляем значения и окончательно получаем: 
B& [image: image85.png]


& [image: image86.png]


. 
Задания для самостоятельного выполнения 

3.29. Какое тождество записано неверно:

1)  X  [image: image87.png]


= 1;

2) X  X  X  X  X  X = 1;

3) X & X & X & X & X = X.

 

3.30. Определите, каким законам алгебры чисел (сочетательному; переместительному; распределительному; аналога нет) соответствуют следующие логические тождества:

а) А  B = B  A;

б) (A&B)&C = A&(B&C); 
в) А  (В&С) = (А  В)&(А  С);

г) (A  B)&C = (A&C)  (B&C). 
3.31. Логическое выражение называется тождественно-ложным, если оно принимает значения 0 на всех наборах  входящих в него простых высказываний.  Упростите следующее выражение и покажите, что оно тождественно-ложное. 
(А&B& [image: image88.png]


)  (A& [image: image89.png]


)  (B&C& [image: image90.png]


). 
3.32. Логическое выражение называется тождественно-истинным, если оно принимает значения 1 на всех наборах  входящих в него простых высказываний.  Упростите следующее выражение и покажите, что оно тождественно-истинное. 
(А&B& [image: image91.png]


)  (A&B&C)  [image: image92.png]


. 
3.33. Упростите логические выражения. Правильность упрощения проверьте с помощью таблиц истинности для исходных и полученных логических формул. 
а) А  ( [image: image93.png]


&В); 
б) А&( [image: image94.png]


 В); 


в) (A  B)&( [image: image95.png]


 A)&( [image: image96.png]


 B); 


г) (1  (A  B))  ((A  C)&1). 
3.7. Решение логических задач


        Для решения многих логических задач необходимо:

1)      выделить  элементарные  (простые) высказывания и обозначить их  буквами;

2)      записать  условие  задачи  на  языке алгебры логики,  соединив простые высказывания в сложные с помощью логических операций;

3)      составить  единое логическое выражение для всех требований задачи; 

4)      используя  законы алгебры логики попытаться упростить полученное выражение и вычислить все его значения либо построить таблицу истинности для рассматриваемого выражения;

5)      выбрать  решение — набор значений простых высказываний, при котором логическое выражение является истинным;

6)      проверить, удовлетворяет ли полученное решение условию задачи.

        Еще один способ решения логических задач заключается в том, чтобы по условию задачи составить таблицу истинности. Анализ полученной  таблицы истинности зачастую позволяет получить требуемый результат.

        Пример 3.9. Компьютер вышел из строя (нет изображения на экране монитора), однако неизвестно какое устройство не работает (монитор, видеокарта или оперативная память). Можно предположить следующее:

1) Если монитор исправен или видеокарта неисправна, то оперативная память неисправна;

2) Если монитор исправен, то оперативная память исправна.

        Исправен ли монитор?

1. Рассмотрим простые высказывания:

А = {Монитор неисправен},

В = { Видеокарта неисправна},

С = { Оперативная память неисправна}.

 

2. Запишем на языке алгебры логики наши предположения:

( [image: image97.png]


(В)(С  и  [image: image98.png]


( [image: image99.png]


.

 

3. Пусть F(A, B, C) = (( [image: image100.png]


(В)(С )&( [image: image101.png]


( [image: image102.png]


).

4.       Составим для данного высказывания таблицу истинности: 

	A 
	B 
	C 
	[image: image103.png]
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 (В 
	( [image: image105.png]


(В)(С 
	[image: image106.png]



	[image: image107.png]


( [image: image108.png]



	F 

	0
	0
	0
	1
	1
	0 
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1


5. Решить данную задачу — значит указать,  при каких  значениях  А  полученное сложное высказывание  истинно.  Необходимо проанализировать все строки таблицы истинности, где F = 1. Анализ таблицы показывает, что сложное высказывание истинно во всех случаях, когда А — истинно, т. е. вероятнее всего неисправен именно монитор.

Задачи для самостоятельного решения 

3.34.     Известно, что имеющиеся на каждой из двух шкатулок надписи либо истинны, либо ложны. Если надпись на первой шкатулке — "Изумруда в другой шкатулке нет", а на второй шкатулке — "В той шкатулке изумруд есть,  а в этой — нет", то,  что можно утверждать о месте нахождения изумруда.

3.35.     Виктор, Роман, Леонид и Сергей заняли на математической олимпиаде четыре первых места.  Когда их спросили о распределении мест, они дали три таких ответа:

1) Сергей — первый, Роман — второй;

2) Сергей — второй, Виктор — третий;

3) Леонид — второй, Виктор — четвертый.

Известно, что в каждом ответе только одно утверждение истинно.

          Как распределились места?

3.8. Логические основы компьютера


            Дискретный преобразователь, который выдаёт после обработки двоичных сигналов значение одной из логических операций, называется логическим элементом. Ниже приведены условные обозначения (схемы) базовых логических элементов, реализующих логическое умножение (конъюнктор), логическое сложение (дизъюнктор) и отрицание (инвертор).
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Рис. 3.1. Конъюнктор, дизъюнктор и инвертор

            Устройства компьютера (сумматоры в процессоре, ячейки памяти в оперативной памяти и др.) строятся на основе базовых логических элементов. 

            Пример 3.10.   По заданной логической функции F(A, B) = B& [image: image112.png]


 [image: image113.png]


&A построить логическую схему.

            Построение необходимо начинать с логической операции, которая должна выполняться последней. В данном случае такой операцией является логическое сложение, следовательно, на выходе  логической схемы должен быть дизъюнктор. На него сигналы подаются с двух конъюнкторов, на которые, в свою очередь подаются один входной сигнал нормальный и один инвертированный (с инверторов).

	[image: image114.png]FAB)







 

            Пример 3.11. Логическая схема имеет два входа X и Y. Определить логические функции F1(X,Y) и F2(X,Y), которые реализуются на ее двух выходах.   
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            Функция F1(X,Y) реализуется на выходе первого конъюнктора, т.е. F1(X,Y) = X&Y. 
            Одновременно сигнал с конъюнктора подается на вход инвертора, на выходе которого реализуется сигнал [image: image116.png]


, который, в свою очередь, подается на один из входов второго конъюнктора. 
            На другой вход второго конъюнктора подается сигнал X(Y с дизъюнктора, следовательно, функция F2(X,Y) = [image: image117.png]


& (X(Y). 
            Данная логическая схема является  одноразрядным полусумматором двоичных чисел, т.к. на ее вход подаются два слагаемых, а на выходах получаются сумма и перенос в старший разряд. 
            Рассмотрим схему сложения двух n-разрядных двоичных чисел. При сложении цифр i-го разряда складываются аi  и bi,  а также pi-1 — перенос из i-1разряда. Результатом будет si – сумма и pi — перенос в старший разряд. Таким образом, одноразрядный двоичный сумматор — это устройство с тремя входами и двумя выходами.

            Пример 3.12. Построить таблицу истинности одноразрядного двоичного сумматора, воспользовавшись таблицей сложения двоичных чисел. 

	Входы 
	Выходы 

	Ai 
	Bi 
	Pi-1 
	Si 
	Pi 

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1

	1
	1
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	1
	1


  

            Для сложения n-разрядных двоичных чисел используется последовательное соединение одноразрядных двоичных сумматоров.

            Для хранения информации в оперативной памяти компьютера, а также во внутренних регистрах процессора используются триггеры. Триггер может находиться а одном из двух устойчивых состояний, что позволяет запоминать, хранить и считывать 1 бит информации. 

            Самый простой триггер — RS-триггер. Он состоит из двух элементов ИЛИ-НЕ, входы и выходы которых соединены кольцом: выход первого соединен со входом второго и выход второго – со входом первого. Триггер имеет два входа S (от англ. set – установка) и R (от англ. reset – сброс) и два выхода Q (прямой) и [image: image118.png]


(инверсный). 

	[image: image119.png]





  Рис. 3.2. Логическая схема RS-триггера 

            Пример 3.13. Построить таблицу истинности для RS-триггера.

            Если на входы поступают сигналы R = 0 и S = 0, то триггер находится в режиме хранения, на выходах Q и  [image: image120.png]


 сохраняются установленные ранее значения.

            Если на установочный вход S поступает на короткое время сигнал 1, то  триггер переходит в состояние 1 и после того, как сигнал на входе S станет равен 0, триггер будет сохранять это состояние, т.е. будет хранить 1.

            При подаче 1 на вход R триггер перейдет в состояние 0.

            Подача на оба входа S и R логического нуля может привести к неоднозначному результату, поэтому такая комбинация входных сигналов запрещена.

	Входы
	Состояние Q

	S 
	R 
	  

	0 
	0 
	Q 

	1 
	0 
	1

	0 
	1 
	0

	1
	1
	Недопустимо


Задания для самостоятельного выполнения 

3.36.     Существует 16 логических функций от двух переменных.    Реализуйте их логические схемы с помощью логических элементов И, ИЛИ, НЕ.

3.37.     Доказать, что рассмотренная в примере 3.11 логическая схема является одноразрядным двоичным полусумматором (не учитывается перенос из младшего разряда).

3.38.      Доказать, построив таблицу истинности, что логическая функция P = P = ( A & B )(( A & P 0)(( B & P 0)  определяет перенос в старший разряд при сложении двоичных чисел ( A и B - слагаемые, P 0 – перенос из младшего разряда).

3.39.     Доказать, построив таблицу истинности, что логическая функция   S = ( A ( B ( P 0)& [image: image121.png]


(( A & B & P 0) определяет сумму при сложении двоичных чисел ( A и B - слагаемые, P 0 – перенос из младшего разряда).  

3.40.     Построить логическую схему одноразрядного двоичного сумматора.

3.41.     Какое количество базовых логических элементов необходимо для реализации 64-разрядного сумматора двоичных чисел.

3.42.     Построить логическую схему RS-триггера на базе элементов И-НЕ. Построить для него таблицу истинности.

3.43.     Какое количество базовых логических элементов составляют оперативную память современного компьютера объемом 64 Мбайта.

Ответы к главе 3. Основы логики и логические основы компьютера


3.1. Формы мышления

3.1. 1) предложение; 2) суффикс; 3)местоимение; 4) скорость; 5) отрезок; 6) треугольник; 7) пирамида; 8) делитель натурального числа А; 9) простое число; взаимно обратные числа.

3.5. 1) необходимо; 2) необходимо; 3) достаточно; 4) необходимо; 5) достаточно; 6) необходимо и достаточно; 7) необходимо; 8) необходимо; 9) достаточно; 10) необходимо; 11) достаточно; 12) необходимо и достаточно; 13) достаточно; 14) необходимо; 15) необходимо и достаточно; 16) необходимо; 17) необходимо и достаточно; 18) достаточно; 19) необходимо; 20) необходимо и достаточно; 21) необходимо и достаточно; 22) достаточно.

 

3.2. Алгебра высказываний

3.6. 1 и 6 - вопросительные предложения; 2, 3 и 7 - мы не знаем чему равно Х и не можем, поэтому, сделать заключение об истинности или ложности; 4 - побудительное предложение не является высказыванием; 5 - восклицательное предложение не является высказыванием.

3.7. Истинные высказывания: 1, 3, 6, 8. Ложные высказывания: 2, 4, 5, 7.

 

3.3. Основные операции алгебры высказываний

3.9.   
1)     А = {Число 376 четное}, B = {Число 376 трехзначное}, А(B. 
2)     А = {Солнце движется вокруг Земли}, [image: image122.png]


. 
1)     Это простое высказывание. 
2)      А = {На уроке математики старшеклассники отвечали на вопросы учителя}, B = {На уроке математики шестиклассники писали самостоятельную работу}, А(B. 
3)      A = {Cумма цифр числа делится на 3}, B = {Число делится на 3}, А(B. 
4)      А = {Число 15 делится на 3}, B = {Сумма цифр числа 15 делится на 3}, А(B. 
3.10. 

	В естественном языке 
	В логике 

	... и ...
	& 

	...  или  ...
	(

	Неверно, что ...
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	... в том и только в том случае ...
	(

	... если ..., то ...
	(

	... тогда и только тогда, когда ...
	(

	... не ...
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3.12.        Следующие пары высказывания являются отрицаниями друг друга:

1)     «1999 > 2000», «1999 <= 2000»;

2)     «Луна — спутник Земли», «неверно, что Луна спутник Земли»;

3)      «прямая а не параллельна прямой с», «прямые а и с не пересекаются» ( считаем, что прямые а и с лежат в одной плоскости);

4)     «мишень поражена первым выстрелом», «мишень поражена не первым выстрелом».

3.14.        б, г.

3.15.        а) X < -3 и X > 8

б) – 3 ( Х ( Х

3.16.        б) Х < A и Х > B; в) не (Х ≤ B и  Х ≥ A).

3.17.          

[image: image125.png]


                     
3.18.        A = 0; B = 1; C = 0; D = 1 
а) 0; б) 1; в) 0; г) 0

3.19.        а) 1; б) 1

3.20.        8310
3.21.        0 и 248 

3.22.        одно из высказываний должно быть ложно, а другое истинно.   

  

3.4. Логические выражения и таблицы истинности 

3.24.        A  =  0, B = 1. 
3.25.        2) (A или B) и (A или C).   
 

3.5. Логические функции 
3.27.        а) F3(X, Y) = X & [image: image126.png]


; б) F5(X, Y) = [image: image127.png]


&Y; 

в) F7(X, Y) = [image: image128.png]


&Y ( X & [image: image129.png]


; г) F10(X, Y) = [image: image130.png]


& [image: image131.png]


(X&Y;        д) F11(X, Y) = [image: image132.png]


; е) F12(X, Y) = [image: image133.png]


(Y; 
ж) F13(X, Y) = [image: image134.png]


; з) F14(X, Y) = X( [image: image135.png]


. 
3.6. Логические законы и правила преобразования логических выражений

3.29.  2.

3.30. 
а) переместительному;



б) сочетательному;



в) аналога нет;

г) распределительному. 
3.33.  
а) А  ( [image: image136.png]


&В) = (А  [image: image137.png]


)&(А  B) = 1&(А  B) = А  B; 
б) А&( [image: image138.png]


 В) = (А& [image: image139.png]


)  (А&B) = 1  (А&B) = А&B; 


в) (A  B)&( [image: image140.png]


 A)&( [image: image141.png]


 B) =  A&(B  [image: image142.png]


)&( [image: image143.png]


 B) = A&1& ( [image: image144.png]


 B) = A&( [image: image145.png]


 B) ; 


г) (1  (A  B))  ((A  C)&1) = 1  (A  C) = A  C.   
3.7. Решение логических задач 
3.34.      Пусть А = {Изумруд в первой шкатулке}, B = {Изумруд во второй шкатулке}.

	  
	  
	1-е высказывание
	2-е высказывание

	А 
	В 
	[image: image146.png]
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	B& [image: image148.png]




	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	0

	1
	1
	0
	0
	0


        Видно, что 1-е и 2-е высказывания одновременно истинны быть не могут, а одновременно ложны только в ситуации, когда А = 1 и В = 1, т.е. Изумруды есть в обоих шкатулках. 

3.35.      Рассмотрим простые высказывания:

S1 = {Сергей занял первое место},

R2 = {Роман занял второе место},

S2 = {Сергей занял второе место},

V3 = {Виктор занял третье место},

L2 = {Леонид занял второе место},

V4 = {Виктор занял четвертое место}.

На языке алгебры логики ответы ребят можно записать следующим образом: S1 R2 = 1,  S2 V3 = 1,  L2 V4 = 1.

Конъюнкция истинных  высказываний  истинна.  Следовательно,  имеет место равенство: (S1 R )&(S2 V3)&(L2 V4)= 1.

Раскрыв скобки и упростив это равенство, получим:

 S1&V &L2 = 1. 
Другими словами, места на олимпиаде распределились так: Сергей — 1 место, Леонид — 2 место, Виктор — 3 место, Роман — 4 место.

 

3.8. Логические основы компьютера

3.36.        
	F1 (константа 0) 

[image: image149.png]b





	F2 (конъюнкция)                   
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	F3(отрицание импликации Х в Y)[image: image151.png]7y





	F4(переменная Х)    

[image: image152.png]7y




	F5(отрицание импликации Y в Х)       [image: image153.png]75




	F6(переменная Y) 
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	F7(отрицание эквивалентности)  

    [image: image155.png]23





	F8 (дизъюнкция)               
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	F9(ИЛИ-НЕ) 
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	   F10(эквивалентность)               [image: image158.png]Fro




            
	F11 (отрицание Y)  
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	F12(импликация Y в Х) 

[image: image160.png]Fiz






	F13(отрицание Х) 
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	F14 (импликация Х в Y)[image: image162.png]Fiq





	F15(И-НЕ) 

[image: image163.png]b |

Fis





	F16(константа 1) 
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3.37. Таблица сложения одноразрядных двоичных чисел X и Y с учетом переноса в старший разряд выглядит следующим образом: 

	Слагаемые 
	Перенос 
	Сумма 

	X 
	Y 
	P 
	S 

	0
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1

	1
	1
	1
	0


        Из этой таблицы сразу видно, что перенос можно реализовать с помощью операции логического умножения:

P = F1(X,Y) =X&Y 
        Получим теперь формулу для вычисления суммы. Значения суммы более всего совпадают с результатом операции логического сложения (кроме случая, когда на входы подаются две единицы, а на выходе должен получиться нуль)

        Нужный результат достигается, если результат логического сложения умножить на инвертированный перенос. Таким образом, для определения суммы можно применить следующее логическое выражение: 
S = F2(X,Y) = (X(Y)&( [image: image165.png]


) 

3.38. 
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3.41.        Для построения одноразрядного сумматора двоичных чисел необходимо 9 базовых логических элементов. Следовательно: 9 ( 64 = 576. 
3.42. 
	[image: image167.png]



	Входы 

Состояние Q 

S 
R 
  

0 

0 

Недопустимо 
1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

Q 

 


3.43.        Количество базовых логических элементов в триггере необходимо умножить на количество бит в ячейке оперативной памяти и умножить на количество ячеек: 
4 ( 8 ( 64 ( 1024 ( 1024 = 2 147 483 648 
